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Tocka u prostoru

« (O3, j,k ) Kartezijev pravokutni koordinatni sustav
z
L A Polozaj tocke u prostoru je
7777777777777777777777777 T( .. 2) jednoznacno odreden
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T(xy,z) e OT =xi+yj+zk = {xy,z}




+ dvijetocke: T, (xy, vy, 2;), To (X Vo 2Z5)
— —>
Udaljenost toéaka T, i T, (Toje zapravo duljinaduzine T4 T, , odn. duljina vektora T,T, . )

.
T T, = { X=Xy, y2=y1, 22— 21 }

AT T =TTl = (o=x)"+ G=y) + (=2

+ poloviste duzine T;T,

Do koordinata polovista dolazimo preko vektorske jednakosti:

To (X, Vo, 2 — | ——
2 (X2 Y2 2,) T1P =ET1T2
P 1 1 1
{xp=Xy, yp—y1,2Zp— 21} = { E(XZ_Xl)IE(YZ_}H) VE(ZZ_Zl)}
_x1+x2 _y1+y2 _z1+z2
Ty (xq, y1,2) el T , =12
— = x1+x2’ y1+y2’ 2+2,
2 2 2

Ravnina u prostoru

Analiti¢ki je najjednostavnije ravninu opisati pomocu jedne tocke
i jednog vektora koji je okomit na tu ravninu (tzv. normala ravnine).

Neka je: M, (Xo;Y0:2,) zadana tocka prostora
N
T=AT+BT+CK (# 0) vektor normale (n={ABC})

Zadanom tockom prostora prolazi samo 1 ravnina koja je okomita na zadanu normalu.
IT - ravnina
T (x,y,2) - proizvoljna tocka ravnine I1
e
MoT = { x=X,, Y=o, 2—2Zy} vektor koji lezi u II
Vrijedi: n L M,T
> — Jednadzba ravnine
= (u vektorskom obliku)
= | A(x-x) +B(y-y,)+C(z-2,)=0]|
Jednadzba ravnine (u algebarskom obliku)

x

Jednadzba ravnine se moze zapisati i kao :

Ax+By+Cz+D=0| , gdeje D=-(Ax,+By,+Cz).
OPCI OBLIK JEDNADZBE RAVNINE 4




Ravnina u prostoru (nastavak)

Jednadzba ravnine I1 :
() Ax+By+Cz+D=0
Pomnozimo li gornju jednadzbu nekim brojem A #0 , dobijemo jednadzbu:

( #) A;x+B;y+C,z+D;=0

koja predstavlja istu ravninu II u prostoru.

Dvije jednadzbe (+) i (+ =) su jednadzbe iste ravnine u prostoru, ako je

—
A_B_CG_D )y zaABCD#o0.
A B C D

Ako je neki od nazivnika jednak 0, onda je i brojnik tog razlomka jednak 0

Ravnina u prostoru (nastavak)

Promotrimo opéi oblik jednadzbe ravnine I1 :
Ax+By+Cz+D=0

- Ako je D=0, onda ravnina prolazi ishodistem O(0,0,0).
- Ako je D+0, onda jednadzbu ravnine mozemo podijelitis -D, paimamo:

Ax+By+Cz =-D /:(-D)
A B C
-—x—-—y——2z=1
D D D

. | XY, %_q| SEGMENTNIOBLIK
a b ¢ JEDNADZBE RAVNINE

==, b=-1
C

dje su: a=
gqj n B
duljine segmenata na koordinatnim osima.
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Osobiti sluéajevi jednadzbe ravnine: Ax+By+Cz+D=0

D=0 = Ax+By+Cz=0 ravnina kroz ishodiste
A=0 — By+Cz+D=0 ravnina paralelna s osi x
B=0 — Ax+Cz+D=0 ravnina paralelna s osi y
C=0 — Ax+By+D=0 ravnina paralelna s osi z
A=D=0 = By+Cz=0 ravnina kroz ishodi$te i paralelna s osi x, tj. sadrZi os x
B=D=0 — A x+Cz=0 ravninakrozishodiste i paralelna s osi y, tj. sadrzi os y
C=D=0 = Ax+By=0 ravninakrozishodiste i paralelna s osi z, tj. sadrzi os z
A=B=0 — Cz+D=0 ravnina paralelna s osi x i y, tj. paralelna s xy ravninom
A=C=0 = By+D=0 ravnina paralelna s osi x i z, tj. paralelna s xz ravninom
B=C=0 = Ax+D=0 ravnina paralelna s osiy i z, tj. paralelna s yz ravninom
A=B=D=0 = z=0 Xy ravnina
A=C=D=0 = y=0 Xz ravnina
B=C=D=0 — x=0 yz ravnina

Odredivanje jednadzbe ravnine koja prolazi kroz tri zadane tocke

Neka su zadane tri tocke T,,T,,T; (nekolinearne, tj. ne leze na istom pravcu).
Te tri tocke odreduju jednu ravninu, oznacimo je sa II.

Neka je T (X,y,z) proizvoljna togka ravnine TI.

1. nacin
—_— — R —

= vektori T,T, T,T, i T,T, leZe uistoj ravnini, tj. komplanarni su.

= njihov mjeSoviti produkt iznosi 0.

s ——> —

ij. (T,TxT,T,)-T,T; =0
odnosno, koordinatno:
XX yYy1 77

Xy Xy YY1 22774 =0
X37X1  Y37Y1 Z3Zy




Odredivanje jednadzbe ravnine koja prolazi kroz tri zadane tocke

T,,T,,T; - zadane nekolinearne tocke
T (X,Y,2) proizvoljna to¢ka ravnine IT
2. naéin
Opéa jednadzba ravnine [ glasi: Ax+By+Cz+D=0
i nju zadovoljavaju sve tocke ravnine I, patakoi: T,T,,T,, T,
Ax+By+Cz +D =0
Ax;+By;+Cz;+D
Ax,+By,+Cz,+D
Ax;+By;+Cz3+D

0
0
0

Homogen sustav
Ako je njegova determinanta jednaka 0, onda on ima netrivijalna rieSenja.

(tj. postoje takvi A, B, C, D za koje sustav vrijedi, a da nisu svi istovremeno jednaki 0)

x y z 1

Xy, oz 1| _ 0

X, Y, 2z, 1

X3 y; z3 1

( MnoZzenjem 2.retka s -1, te dodavanjem 1. 3. i 4. retku, a zatim razvojem determinante )9
po 4.stupcu, dobivamo istu determinantu kao u 1. nacinu.

Dakle:

Kut izmedu dviju ravnina

I, ... Ay x+B,;y+C,z+D,
I, ... A,x+B,y+C,z+D,

0
0

Kut ¢p_izmedu ravnina I1, i I1, se definira kao kut $to ga medusobno zatvaraju vektori

normala ny = {A;,B;,C;} i N, ={A,,B,,C,}. (uzima se manji od dva suplementna kuta)

i, i, | A1 A BIB+CIC |

(0=¢p=90°)

cos @

Il ” JAT+BE+CE A3+ B3B3

 paralelne ravnine

@=<(II;,II,)=0 = vektori normala su paralelni, odn. kolinearni
A B C
A B C

—

ny =A n, tJ -\ ()\ £0)
+ okomite ravnine
@=<(II;,11,)=90° = vektori normala su okomiti
non=0 t. AiA2tBiB2tCiCy =0
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Normalni oblik jednadzbe ravnine
II ... Ax+By+Cz+D=0 jednadZba ravnine (opéi oblik)

=  Vektornormale: n = {A,B,C}
v A,B,C
‘ =¥ = {cosa,cos B,cos 7}

2 2 2
NATBHC (I7hl=1)

Oznagimo: p=d (O, I0)

‘El

Jedini¢ni vektor u smjeru vektora normale: 1o~

S|

Neka je:
T (x,y,z) - proizvoljna tocka ravnine I1
5 —>
r=0T - radij-vektor tocke T

Projekcija vektora T na n, je p.
i,

=r-n,=

x p=pr0jﬁ7=\7\-cos(p= -
' ‘no‘

=x-cosa+y-cosfB+z-cosy

= |x-cos@+y-cosf+z-cosy—p=0

NORMALNI OBLIK JEDNADZBE RAVNINE "

Veza izmedu opceg i normalnog oblika jednadzbe ravnine:

normalni oblik: x-cosa+y-cosf+z-cosy—p=0 /A (A0)
x-Acosa+y-Acosf+z-Acosy+(=Ap)=0
= Ax+By+Cz+D=0 op¢i oblik

— Ako op¢i oblik podijelimo s odgovarajuc¢im brojem A (1+0), onda dobijemo normalni oblik.

Broj A odredimo iz jednakosti: A’ + B* +C* = £(cos ar+cos B+cos y)=F
. A=tJA’+B*+C’ =1
Predznak + ili — se bira prema predznaku od D, tako da udaljenost p bude pozitivha. (D=—Ap

=  A=-signD-A*+ B’ +C’

Ax+By+Cz+D
—signD -\ A* +B* +C?

=(0| NORMALNI OBLIK JEDNADZBE RAVNINE
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Udaljenost tocke od ravnine

Neka je Ty (x,,¥0,2,) NEka tocka u prostoru.

s Ty (XoYorZo) d (Ty, M) =d (Ty, T') (T je projekcija tocke T, na IT )

Projekcija_r:J = 5‘7’0 na jediniéni vektor ﬁ’o je:

p+d, akosuOi T, s razli¢itih strana ravnine I1

0 proj; Iy =
v p-d, akosuOi T, s iste strane ravnine IT
X pri ¢emu jed =d (T, IT)
- d:projﬁ 7‘0 _p = odn. d: Axo +By() +CZ{) +D

=X, cos+y, cosfi+2z,-cosy—p —signD-\A* +B* +C’

Dakle, udaljenost tocke T, od ravnine se dobije tako da se u normalni oblik jednadzZbe ravnine
uvrste koordinate tocke T,.

Predznak ovako dobivene udaljenosti:
d>0, akosuOiT,s razli¢itih strana ravnine I
d<0, akosuOi T, s iste strane ravnine IT 13




